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TEMA SORTEADO: O TEOREMA DA PROBABILIDADE TOTAL E O
TEOREMA DE BAYES

ESPELHO DE CORRECAO RELATIVO AO EDITAL PROGEP N24 /2024, BEM COMO
AO EDITAL COMPLEMENTAR PROGEP 06/2024

Para melhor tratarmos do tema sorteado, comecamos com alguns conceitos iniciais:

Experimento Aleatério
Um experimento que pode fornecer diferentes resultados, embora seja repetido toda vez da mesma maneira,
é chamado de experimento aleatério.

Espaco Amostral
O conjunto de todos os resultados possiveis de um experimento aleatério é conhecido como espaco amostral
do experimento. O espaco amostral é denotado por S.

Evento
Evento é um subconjunto do espaco amostral de um experimento aleatério.

Probabilidade
Probabilidade é o estudo das chances de obtencdo de cada resultado de um experimento aleatério. A essas
chances sdo atribuidos os nimeros reais do intervalo de 0 a 1. Resultados mais proximos de 1 tém mais

chances de ocorrer. Além disso, a probabilidade também pode ser apresentada na forma percentual.
[} [}

De fato, acima uma probabilidade deve variar de O a 1, pois considerando que cada resul-
tado € elemento de algum evento F, sempre a quantidade de elementos de um evento (n(FE))
€ menor ou igual a quantidade de elementos do espaco amostral S associado (n(S)). E a

probabilidade € obtida pela divisao

P(E) = %

Exemplo

Um exemplo de espaco amostral € o seguinte: considerando duas moedas, sendo C
para cara e K para coroa, o espaco amostral dos lancamentos, das duas moedas ao
mesmo tempo, € S = {CC,CK,KC,KK}. Cada lancamento das duas moedas, ¢ um
experimento aleatoério. Se considerarmos o conjunto {(K, K), (C,C)}, que € subconjunto
de S, temos um evento que, neste caso, considera apenas as situacoes onde as duas
moedas exibem a mesma face em um lancamento de ambas. A probabilidade de duas
faces iguais ocorrer € de 2/4, ou seja, 1/2.
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Eventos Independentes

Dizemos que dois eventos sdo independentes quando a ocorréncia de um nao afeta a probabilidade de
ocorréncia do outro. Em outras palavras, se A e B s3o dois eventos, entdo A e B s3o independentes se
a informacdo da ocorréncia ou ndo de B ndo altera a probabilidade da ocorréncia de A e vice-versa. Em

simbolos, pode ser afirmado que
P(ANB) = P(A)P(B).

Exemplo

Considerando o lancamento de um dado, os eventos “obter um numero par” e “obter
um numero impar” sdo independentes, porque a ocorréncia de um nao altera a proba-
bilidade do outro. A probabilidade de obter um numero par € de 1/2 e a probabilidade
de ocorrer um numero impar também € de 1/2, independentemente do resultado do
lancamento feito antes.

Axiomas de Probabilidade

1. P(S) =1 em que S é o espaco amostral;
2. 0 < P(F) <1 para qualquer evento E;

3. Para dois eventos E; e Ey, com E; N Ey = (), vale que: P(E, U Ey) = P(E;) + P(E»).

Um fato a se destacar no item 3 dos axiomas, € que se tivermos mais de dois conjuntos,
ou seja, Fy,...,E,, com E;NEy...NE, =, entao

P (O E) = zn: P(E)).

A partir dos axiomas expressos, € possivel demonstrar algumas propriedades.

PROPRIEDADES

Dados dois eventos A e B de um espaco amostral S e, considerando A como evento complementar, sdo
validos:

1. P(A)=1- P(A);

2. P(f) =0;

3. PLAUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B);
4. Se A C B, entdo P(A) < P(B).

Demonstracao: Vamos dividir a demonstracao segundo seus itens.

e Demonstracao de (1): Segue de 1 = P(S) = P(AUA) = P(A) + P(A) = P(A) =1- P(A),
sendo que aqui utilizamos do terceiro axioma acima apresentado.

* Demonstracao de (2): Temos P(S) = P(SU0) = P(S)+ P(0)) = P(0) = 0. Novamente
utilizamos do terceiro axioma.
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* Demonstracao de (3): E conhecido da Teoria de Conjuntos que n(AU B) = n(A) + n(B) —
n(A N B). Dividindo toda esta equacao por n(S), o resultado segue.

* Demonstracao de (4):

Claro que aqui utilizamos de P(AN B) > 0, além do fato que AN (AN B) = (), portanto, do

terceiro item dos axiomas. [
[ ] [ ]

Probabilidade Condicional
A probabilidade condicional de um evento B, dado um evento A, denotada como P(B|A), é

P(ANB)

P(BIA) ==&

para P(A) > 0.

REGRA GERAL DA MULTIPLICACAO

Seja Ai, As, ..., A, uma sequéncia de eventos de um espaco amostral. Ent3o,

P(A1NAsN...NA) = P(A)P(As|Ar) ... P(Au|A N A0 Apy).

Podemos observar que para dois conjuntos A; = A e A, = B, a regra da multiplicacao fica

P(AN B) = P(A|B)P(B) = P(B|A)P(A).

Exemplo

Consideremos, agora, o lancamento de dois dados equilibrados e os eventos A = “soma
das faces € par” e B = “soma das faces € maior ou igual a 9”. Se sabemos que ocorreu
B, qual é a probabilidade de ter ocorrido A?

A pergunta pode ser reescrita como: Qual o valor de P(A|B)? Temos que

2,6),(3,1),(3,3),(3,5), }
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B ={(3,6),(4,5),(4,6),(5,4),(5,5), (5,6), (6,3), (6,4), (6,5), (6,6)} .

Se ocorreu B, a unica chance de ter ocorrido A € que tenha ocorrido o evento

ANB=1{(4,6),(5,5),(6,4),(6,6)}

4

€, nesse caso, a probabilidade € 3 ,

ou se€ja,

4 3% PANB)
PAIB = 15= 1 = "y
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Particao
Uma particdo de um espaco amostral S é uma colecdo Ay, ..., A, de eventos em S que satisfazem

AiﬂAj:(Dparai#j,i,jzl,...,neUAi:S,
i=1

Para o proximo resultado vamos considerar A;, A,, ..., A, uma particao de S e B um evento
qualquer. Uma representacao € indicada na figura abaixo com n = 7:

Figura 1: Uma situacao de particao de um conjunto, com um evento B qualquer.

Mutuamente excludentes e exaustivos

Alguns autores utilizam o termo mutuamente excludentes para o fato das intersecoes entre os eventos serem
vazios e, exaustivos pelo fato da unido resultar no espaco amostral S como um todo.

TEOREMA DA PROBABILIDADE TOTAL

Seja Ay, As, ..., A, uma particdo de um espaco amostral S e seja B um evento qualquer em S. Ent3o

P(B) = ZP(AZ->P<B|Ai>.

Demonstracao: De fato, podemos escrever
B=BnNnS=BN(AU...4,)=(BNA)U...U(BNA,).

Podemos notar que na ultima uniao, os termos sao, dois a dois, disjuntos. Com isso, pode-
mos utilizar do item 3. dos Axiomas de Probabilidade, ou se€ja,

P(B)=P(BNA)+...+P(BNA,).

Utilizando da expressao para probabilidade condicional, obtemos:

P(B) =Y P(BIA)P(A).
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TEOREMA DE BAYES

Seja Ay, As, ..., A,, uma particao de um espaco amostral S e seja B um evento qualquer em S. Entao,

P(Ai)P(B|A:)

P(Ai|B) =

n

ZP(AJ-)P(BIA;')

Demonstracao: Pela expressao da probabilidade condicional, temos:

P(A;N B)
P(B)
Agora, pela Regra Geral da Multiplicacao, P(A; N B) = P(A;)P(B|A;).

Pelo Teorema da Probabilidade Total, P(B) = >_"" | P(A;)P(BJ|A;).
Basta substituir as duas ultimas expressoes em (1).

P(A|B) = (1)

Exemplo
Um fabricante de sorvetes recebe 20% de todo o leite que utiliza de uma fazenda Fi,
30% de uma fazenda F; e 50% de uma fazenda Fs.

Uma inspecao observou que 20% do leite produzido por F; estava adulterado, enquanto
para Fj e F;, essa proporcao era de 5% e 2%, respectivamente.

Denotemos por A o evento “leite adulterado”. Com isso, P(A|F) = 0,2, P(A|F;) = 0,05 e
P(A|F3) =0,02. O espaco amostral € S = I} UF,U F3, considerando aqui o leite produzido
por cada fazenda. A figura, ao final do texto, tras uma representacao da situacao.
Qual a probabilidade, sabendo que o leite esta adulterado, de que tenha sido fornecido
pela fazenda F;? Ou seja, qual o valor de P(F;|A)?
Pelo Teorema de Bayes,

P(F, N A) P(A|F)P(F))

P(F|A) = P(A) ~ P(A[F)P(F)) + P(A|F,)P(F,) + P(A|F3)P(F)

0,2x0,2
= ’ ‘ ~ 0,615 = 61, 5%.
0,2x0,24+0,05x%x0,340,02x0,5 ’ 5%

Figura 2: :
Leite adulterado A e fazendas I, F, e F3.
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